Abiturpriufung 2011
Mathematik

als Grundkursfach

Arbeitszeit: 180 Minuten

Der Fachausschuss wahlt aus den Themengebieten GM1, GM2 und GM3
jeweils eine Aufgabengruppe zur Bearbeitung aus.

Name des Priflings

Das Geheft mit den Aufgabenstellungen ist abzugeben.
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GML1 Infinitesimalrechnung
Aufgabengruppe |

Gegeben ist die Funktion f : x> (X — 2)2 mit Definitionsmenge IR. lhr
Graph wird mit G¢ bezeichnet.

1. a) Geben Sie die Nullstelle von f an und untersuchen Sie das Verhalten
von f flr x — —oo und X — +0.

b) Ermitteln Sie Art und Lage des Extrempunkts, das Krimmungs-
verhalten und die Lage des Wendepunkts von Gy .

[zur Kontrolle: f''(x) =4e* - (e* -1)]

c) Zeigen Sie, dass G und die durch die Gleichung y =4 gegebene
Gerade g genau einen Schnittpunkt S(xs |yg) besitzen, und bestim-
men Sie dessen Koordinaten. [Teilergebnis: xg =2In2]

d) Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente von Gy . Berechnen
Sie f(—2) und zeichnen Sie G¢ unter Berlicksichtigung der bisherigen
Ergebnisse im Bereich —4 < x <1,5. Tragen Sie auch die Wende-
tangente und die Gerade g ein.

e) Betrachtet wird die Tangente an G+ in einem Punkt P, der G durch-
lauft. Geben Sie jeweils alle Werte an, die

o) die Steigung der Tangente
) der y-Achsenabschnitt der Tangente
dabei annimmt.

X
2. Gegeben ist nun die in IR definierte Integralfunktion |:x jf(t)dt.
In2

a) Bestimmen Sie ohne Verwendung einer integralfreien Darstellung
von | das Monotonieverhalten von I. Zeigen Sie, dass der Graph von |
einen Terrassenpunkt besitzt und geben Sie dessen Koordinaten an.

b) Geben Sie ohne weitere Rechnung das Verhalten von | fir x — —co an.

3. a) Zeigen Sie, dass die Funktion F:x — 0,5e%X —4eX + 4x mit Defini-
tionsmenge IR eine Stammfunktion von f ist.

b) Der Graph G¢ schliet mit den durch die Gleichungen y =4 bzw.
X =U (u < 0) bestimmten Geraden im I. und Il. Quadranten ein Fl&-

chensttick mit dem Inhalt A(u) ein. Bestimmen Sie A(u).

Ermitteln Sie  lim A(u) und deuten Sie das Ergebnis geometrisch.
U—>—0o0
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Aufgabengruppe I1

1. Gegeben ist die Funktion g: X+ In(4 — x2) mit maximalem Definitions-
bereich D . Der Graph von g wird mit G bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass Dg =]-2; 2[ gilt, und geben Sie das Symmetrie-
verhalten von G4 an. Bestimmen Sie die Nullstellen von g sowie das
Verhalten von g an den Randern von Dy.

b) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von g und bestimmen Sie
Lage und Art des Extrempunkts von G.

c) Skizzieren Sie G4 unter Berlicksichtigung der bisherigen Ergebnisse
in einem Koordinatensystem.

2. Gegeben ist die in IR definierte Funktion f : x — —3x3 +6X% +3x -6,

die die Nullstellen 1, —1 und 2 besitzt. Die Abbildung zeigt den Graphen
Gs vonf.
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(Fortsetzung néchste Seite)
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a) Die Tangente tan G¢ im Punkt (1|0) legt mit den Koordinatenachsen
im IV. Quadranten ein Dreieck fest. Berechnen Sie dessen Flachen-
inhalt A.

[Ergebnis: A =3]

b) Berechnen Sie die Inhalte der beiden Flachenstiicke, die G¢ mit der

x-Achse einschlielit.
[Ergebnis: Flacheninhalte: 8 und 1,25]

Betrachtet wird nun die in IR definierte Integralfunktion F: X — jf(t)dt.
-1

Der Graph von F wird mit Gg bezeichnet.

¢) Begriinden Sie mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse ohne Verwendung
einer integralfreien Darstellung von F, dass F genau eine Nullstelle hat.

d) Welche Funktionswerte von F lassen sich aus den in Teilaufgabe 2b
berechneten Fl&cheninhalten ermitteln? Geben Sie Lage und Art der
Extrempunkte von Gg an.

e) Ermitteln Sie unter Verwendung des in Teilaufgabe 2a berechneten
Flacheninhalts A einen Naherungswert fir F(0). Skizzieren Sie Gg in
der Abbildung zu Aufgabe 2 unter Berticksichtigung der bisherigen
Ergebnisse.
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GM2 Wahrscheinlichkeitsrechnung/Statistik
Aufgabengruppe 111

An einem Musikwettbewerb, der aus einer Messehalle bundesweit live im
Fernsehen Ubertragen wird, nehmen zwd6lf Nachwuchsbands aus ganz
Deutschland teil. Genau zwei davon, Miinchen Motel und Bavarian King,
stammen aus Bayern. Die eine Hélfte der Bands singt ausschlie3lich Lieder
mit englischen Texten, die andere ausschlief3lich Lieder mit deutschen
Texten.

1. In der ersten Runde des Wettbewerbs treten die zwolf Bands nacheinander
mit jeweils einem Lied auf; die Reihenfolge der Auftritte wird ausgelost.
Nach den ersten sechs Auftritten findet eine Pause statt.

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir die Reihenfolge der Auftritte?

b) Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir die Reihenfolge der Auftritte,
wenn nur danach unterschieden wird, ob eine Band aus Bayern stammt
oder nicht?

c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse.
A: ,,Die beiden bayerischen Bands treten vor der Pause auf.”

B: ,,Die beiden bayerischen Bands treten vor der Pause direkt nachein-
ander auf.”

C: ,,Deutsch und englisch singende Bands treten abwechselnd auf.*

2. Die Bewertung der Auftritte der ersten Runde erfolgt mithilfe einer Zu-
schauerabstimmung im Internet. Jeder Zuschauer kann héchstens einmal
abstimmen und muss zur Abgabe seines Votums genau drei von ihm favo-
risierte Bands auswahlen. Bei 41% der zahlreich abgegebenen Voten wird
mindestens eine bayerische Band ausgewahlt, Miinchen Motel bei 31%
und Bavarian King bei 22% der \oten.

a) Untersuchen Sie, ob die Ereignisse ,,Bei einem zufallig betrachteten
\Votum wurde Minchen Motel ausgewéhlt.” und ,,Bei einem zuféllig
betrachteten Votum wurde Bavarian King ausgewahlt.* stochastisch
unabhdangig sind.

b) Unter allen Zuschauern, die ein Votum abgaben, werden 20 Freikarten
fur ein Konzert der spéteren Siegerband verlost. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit daftir, dass mindestens drei der 20 ausgelosten Zu-
schauer Bavarian King auswéhlten.

(Fortsetzung néchste Seite)
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3. Die Auftritte der zweiten Runde bewerten die Zuschauer durch eine telefo-

nische Abstimmung. Dabei kénnen bei jedem Anruf 1000 Euro gewonnen
werden; die Gewinnwahrscheinlichkeit betragt jeweils 0,02%.

a) Die bei jedem Anruf anstehende Entscheidung, ob ein Gewinn erzielt
wird oder nicht, soll fir 800 nacheinander ankommende Anrufe simu-
liert werden. Beschreiben Sie ein dafiir geeignetes Urnenexperiment.

b) Ein Zuschauer mdchte durch mehrfaches Anrufen seine Chance auf
einen Gewinn vergréfRern. Welchen Betrag musste er wenigstens inves-
tieren, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 95% mindestens
einmal zu gewinnen, wenn jeder Anruf 50 Cent kostet?

. FUr das Finale der beiden bisher am besten bewerteten Bands haben sich

Miinchen Motel und Bavarian King qualifiziert. Nach deren Finalauftritten
entscheiden die Zuschauer im Rahmen einer erneuten telefonischen Ab-
stimmung Uber den Sieger des Wettbewerbs; bei jedem Anruf ist nur der
favorisierte Finalist zu nennen. Bevor die bereits feststehende Entschei-
dung bekannt gegeben wird, wird die Sendung ein letztes Mal fur einen
langeren Werbeblock unterbrochen. Fur die Hallen- und Fernsehzuschauer
wird unmittelbar vor dieser Werbeunterbrechung folgende Graphik einge-
blendet (die zu den Anteilen gehdrenden Bandnamen werden bewusst noch
nicht angezeigt).

Endstand
Band 1 60%

Band 2 40%

Ein Fan von Miinchen Motel vermutet, dass seine Band schlieRlich als Sie-
ger ausgezeichnet wird. Da er sich nicht bis zur Bekanntgabe der Entschei-
dung gedulden will, nutzt er die Unterbrechung, um seine Vermutung zu
testen. Dazu befragt er 25 der zahlreichen Hallenzuschauer und lasst sich
von diesen den jeweils favorisierten Finalisten nennen.

a) Geben Sie zwei mogliche Griinde dafir an, dass diese Befragung nicht
geeignet sein konnte, die Vermutung des Fans zu testen.

b) Da der Fan méglichst vermeiden will, sich aufgrund seines Testergeb-
nisses irrtmlich Gber einen Erfolg von Miinchen Motel zu freuen, soll
die Wahrscheinlichkeit daftir hochstens 10% betragen. Bestimmen Sie
die zugehorige Entscheidungsregel unter der Annahme, dass die Befra-
gung geeignet ist, die Vermutung des Fans zu testen. Die Wahrschein-
lichkeit, irrtiimlich Bavarian King als Sieger vorherzusagen, soll mog-
lichst klein sein,
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Aufgabengruppe IV

1. In einer bayerischen Grofstadt findet das jahrliche Volksfest statt. Die

Attraktion ist die Achterbahn mit ihren zwolf Wagen, von denen flinf
gelb, vier rot und drei blau sind. Beim Aufbau der Achterbahn werden die
zwolf Wagen hintereinander auf die Schienen gestellt und aneinanderge-
héangt.

a) Wie viele Anordnungen der Wagen sind moglich, wenn diese
o) nur nach der Farbe unterschieden werden?

B) nur nach der Farbe unterschieden werden und die drei blauen Wa-
gen direkt hintereinander fahren sollen?

b) Die Fahrgaste werden den einzelnen Wagen vor jeder Fahrt zufallig
zugewiesen. Wie oft muss ein Besucher des Volksfests mindestens mit
der Achterbahn fahren, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als
95% wenigstens einmal in einem roten \Wagen zu sitzen?

. Von den zahlreichen Personen, die am Abend Riesenrad fahren, sind er-

fahrungsgemaR 40% Minderjahrige und 60% Erwachsene. Am ersten
Abend wird an 15 zuféllig ausgewahlte Fahrgéaste jewelils ein Freifahr-
schein vergeben.

Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass von den 15 Freifahrscheinen

a) genau drei an Minderjahrige gehen?
b) die letzten drei an Minderjéahrige gehen?
c) mehr als die Halfte an Erwachsene gehen?

. Von den Besuchern des Festzelts sind 20% mit der Sauberkeit im Zelt un-

zufrieden. 30% der Festzeltbesucher sind zwar mit der Sauberkeit im
Zelt, jedoch nicht mit der Freundlichkeit der Bedienungen zufrieden.
Es werden die beiden folgenden Ereignisse betrachtet.

F. ,,Ein zuféllig ausgewéhlter Besucher des Festzelts ist mit der Freund-
lichkeit der Bedienungen zufrieden.*

S: ,,Ein zufallig ausgewdhlter Besucher des Festzelts ist mit der Sauber-
keit im Zelt zufrieden.”

(Fortsetzung néchste Seite)
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a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit von F. Gehen Sie dazu von der
Unabhéngigkeit der Ereignisse F und S aus.

b) Welche der folgenden Mengen beschreiben das Ereignis ,,Hochstens
eines der beiden Ereignisse F und S tritt ein.“? Kreuzen Sie an.

FUS

FNS

FNS

(FAS)U(FNS)U(FNS)

(FAS)uU (FNYS)

O FuUS

(Hinweis: Fir jedes falsch gesetzte oder fehlende Kreuz wird eine der
erreichbaren Bewertungseinheiten abgezogen.)

O 0O0o0f

4. An einem Tombolastand schwimmen in einem Becken 20 Kunststoff-
enten, die sich nur dadurch unterscheiden, dass sie auf ihren Unterseiten
von 1 bis 20 durchnummeriert sind. Ein Spiel besteht darin, zwei Enten
ohne Zurlicklegen zu angeln und die beiden vorher nicht sichtbaren, auf
ihren Unterseiten befindlichen Zahlen zu addieren.

a) Wie viele verschiedene Summenwerte sind bei dem Spiel mdglich?

b) Begriinden Sie, dass nicht alle Summenwerte gleichwahrscheinlich
sind.

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhdlt man den Summenwert 10?
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GM3 Analytische Geometrie
Aufgabengruppe V

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(3|0|0),
B(0|3]0), C(-=3]|-3]0) und S(0|0|6)gegeben.

1. a) Das Dreieck ABC liegt in der x;X,-Ebene. Zeichnen Sie
das Dreieck in ein zweidimensionales Koordinatensystem ‘
(vgl. Abbildung) ein. Weisen Sie nach, dass das Dreieck
gleichschenklig ist, und bestimmen Sie seinen
Flacheninhalt.

X1

[Teilergebnis: Flacheninhalt: 13,5]

b) Die Punkte A, B und S legen die Ebene E fest. Ermitteln Sie eine Glei-
chung von E in Normalenform.

[mOgliches Ergebnis: E:2Xx; + 2X5 + X3 —6=0]
c) Berechnen Sie den Abstand d des Punkts C von der Ebene E.
[Ergebnis: d =6]
Die Punkte A, B, C und S sind die Eckpunkte einer dreiseitigen Pyramide.
2. In einem Geldndemodell stellt die Pyramide einen Berg mit Gipfel S dar; das
Dreieck CAS bildet die Stidseite, der Rand des Dreiecks ABC den Ful des

Bergs. Der Berg soll, ausgehend von seinem FuB, auf einer geraden Linie
bestiegen werden.

a) Wo muss gestartet werden, damit der Weg zum Gipfel im Gelandemodell
einen moglichst kleinen Neigungswinkel gegen die x,x,-Ebene hat? Be-
grinden Sie Ihre Antwort. Berechnen Sie die L&nge des zugehdrigen
Wegs im Modell.

b) An welchem Punkt muss gestartet werden, wenn der geradlinige Weg
zum Gipfel auf der Stdseite verlaufen und mdglichst kurz sein soll?
Bestimmen Sie im Geldndemodell die Koordinaten dieses Punkts sowie
den Neigungswinkel ¢ des zugehdrigen Wegs gegen die x;X,-Ebene.

3. a) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABCS.

b) Begrinden Sie ohne weitere Rechnung, dass die Fldcheninhalte der Drei-
ecke ABC und ABS gleich groR sind.

c) Die Ebene F enthdlt den Mittelpunkt der Strecke [AS] und ist parallel zur
X1X »-Ebene. Bestimmen Sie den Inhalt des Flachenstlicks, in dem sich
die Pyramide und die Ebene F schneiden; begriinden Sie Ihr Vorgehen.

d) Ermitteln Sie die Gleichung einer Geraden, die parallel zur Ebene E ver-
lduft und von dieser den Abstand 3 hat.
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Aufgabengruppe VI

Auf dem Boden des Mittelmeeres wurde ein , ,
antiker Marmorkorper entdeckt, der ersten Un- % <———
terwasseraufnahmen zufolge die Form eines

Pyramidenstumpfs besitzen kénnte. Mithilfe

eines Peilungssystems konnte die Lage von A

sieben der acht Eckpunkte ermittelt und zur B

weiteren Analyse des Korpers in einem

kartesischen Koordinatensystem modellhaft dargestellt werden:
A(0|0|0), B(-6|-12|12) und C(18|-36]|0) sind Eckpunkte der Grund-
flache, A'(14|-818), B'(12|-12|12), C'(20|-20|8) und D'(22|-16|4)
die Eckpunkte der Deckflache (vgl. Abbildung).

a) Zeigen Sie, dass die Deckflache A'B'C'D' ein Rechteck ist und den In-
halt 72 besitzt.

b) Weisen Sie nach, dass das Dreieck ABC bei B rechtwinklig ist, und
bestimmen Sie die Koordinaten des Punkts D, der gemeinsam mit A, B
und C die Eckpunkte eines Rechtecks bildet.

Exakte Messungen am Marmorkdorper zeigen, dass der Punkt D im Modell
die Lage des vierten Eckpunkts der Grundflache beschreibt.

c) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E, die die Grundflache ABCD
enthalt, in Normalenform. Weisen Sie nach, dass die Deckflache parallel
zur Grundflache ist und von dieser den Abstand 12 hat.

[mOgliches Teilergebnis: E:2x; + X, +2Xx3 =0]

Durch Berechnungen wird bestatigt, dass der Marmorkdorper die Form eines
Pyramidenstumpfs hat. Im Modell wird fiir weitere Uberlegungen auch die
zum Stumpf gehdrige Pyramide mit Grundflache ABCD betrachtet.

d) Berechnen Sie die HOhe h dieser Pyramide.

[Ergebnis: h =18]

e) Bestimmen Sie das Volumen des Pyramidenstumpfs.

f) Auf besonderes Interesse stol3t die Seitenflache des Marmorkdrpers, die
im Modell mit BCC'B' bezeichnet wurde. Zeigen Sie, dass die Geraden
BC und B'C' den Abstand 6+/5 besitzen und berechnen Sie den Inhalt
dieser Seitenflache im Modell.

g) Um Informationen Uber den inneren Aufbau des Marmorkorpers zu erhal-
ten, wird er geradlinig durchbohrt — im Modell betrachtet parallel zur
X 3-Achse, ausgehend vom Mittelpunkt der Kante [BB']. Berechnen Sie

im Modell die Koordinaten des Punkts, in dem die Bohrung aus der
Grundflache austritt.



