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MATHEMATIK

als Grundkursfach

Arbeitszeit: 180 Minuten

Der Fachausschuss wéhlt je eine Aufgabe aus den Gebieten
GM1, GM2 und GM3 zur Bearbeitung aus.

Falls das Thema GML1.11 gewahlt
wird, ist die Angabe vom Prifling
mit dem Namen zu versehen und mit
abzugeben.

Name:
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GML. INFINITESIMALRECHNUNG
.

Gegeben ist die Funktion f : x —1—(In x)? mit dem Definitionsbereich
Ds = R Ihr Graph wird mit Gt bezeichnet.

1. a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f und ermitteln Sie das Verhalten
von f an den Réndern des Definitionsbereichs.
b) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von G und bestimmen Sie
Lage und Art des Extrempunkts E von Gt. Geben Sie die Wertemenge
W;s von f an. [Teilergebnis: E(1|1)]
c) Die einzige Wendestelle von f ist x,, =e (Nachweis nicht erforder-

lich). Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente w.
[Zur Kontrolle: y =—2.x+2]

d) Berechnen Sie f(e_z) und f(6). Zeichnen Sie die Wendetangente w

und den Graphen Gt unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse im
Bereich 0<x<6.

2. Die Funktion F:x — —x(In x —1)> mit D = IR" ist Stammfunktion von f
(Nachweis nicht erforderlich).

a) Berechnen Sie den Inhalt der Fl&che, die von Gt und der x-Achse im
ersten Quadranten begrenzt wird.
b) Begriinden Sie, dass die Stammfunktion F zugleich die Integral-

X
funktion x > [f(t)dt mitx e IR" ist.
e

c) Berechnen Sie lim F(x). Deuten Sie dieses Ergebnis anhand des
X—0+

Graphen Gf geometrisch.

(Hinweis: lim [x(Inx)"]=0 fir n e IN darf ohne Beweis verwen-
X—>0+

det werden.)

(Fortsetzung néchste Seite)
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3. Durch zentrische Streckung von G¢ mit dem Ursprung als Zentrum und
dem Streckungsfaktor 2 erhalt man den Graphen G einer Funktion f,.

a) Welche Koordinaten hat bei dieser Abbildung der Bildpunkt eines be-

liebigen Punktes P(a | b) von G¢? Zeichnen Sie G2 und seine Wende-
tangente wo in das Koordinatensystem von Aufgabe 1d ein.

b) Geben Sie den Funktionsterm von f, sowie ohne weitere Rechnung
die Gleichung der Wendetangente w, an.
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(vom Prifling einzutragen)

1. Im Eingangsbereich eines Unternehmens soll das Firmenlogo im Boden

eingelassen werden. Abb. 1 zeigt den Entwurf des Architekten nach Wahl
eines geeigneten Koordinatensystems:

A
D y C
6
Gy 1
Gp
X
>
A =2 0 2 B
Abb. 1

Im Quadrat ABCD schneiden vier kongruente parabelférmige Bdgen die
in Abb. 1 schraffierte Figur aus. Die untere Parabel G, ist der Graph der

quadratischen Funktion p mit Dy =IR. G, schneidet die x-Achse in den

Punkten A(—3|0) und B(3|0). Die Diagonalen des Quadrats sind zu-
gleich Tangenten an die Parabeln in den Punkten A und C bzw. B und D.

a) Geben Sie die Werte der Ableitung von p in den beiden Nullstellen an
und bestimmen Sie den Funktionsterm der Funktion p.

[Zur Kontrolle: p(x) = —%xz +1,5]

b) Berechnen Sie den Flacheninhalt der schraffierten Figur, wenn die Sei-
tenlange des Quadrats ABCD in der Eingangshalle 6 m betrégt.

(Fortsetzung néchste Seite)
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. Betrachtet wird nun die Funk-
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2. Die Graphen der linken, rechten und oberen Parabel in Abb. 1 gehen aus

G, durch Spiegelung und Verschiebung hervor. Daher kdnnen die zuge-
horigen Funktionsterme aus dem Funktionsterm von p entwickelt werden.

a) Erkléren Sie zundchst allgemein, wie die Graphen zu den Zuordnungs-
vorschriften x — p(x)+a bzw. x+— p(x +b) mita, b IR durch
Verschiebung aus G|, entstehen.

b) Begriinden Sie ohne Rechnung, dass zum Graphen G, der oberen Pa-
rabel in Abb. 1 die Zuordnungsvorschrift X — —p(X) +6 gehort.

c) pistin [0; +oof umkehrbar. Ergédnzen Sie den Graphen der zugehdorigen
Umkehrfunktion p‘1 in Abb. 1.
Kennzeichnen Sie in Abb. 1 den Teil der Umrandung der schraffierten
Figur, zu dem die Zuordnungsvorschrift x — p‘l(x +3) + 3 gehort.

tion

X 1 15
% “T6 2
mit D¢ = IR \ {0} (mit p aus
Aufgabe 1). Der Graph Gy
der Funktion f ist zusammen gl e,
mit G, in Abb. 2 dargestellt. Gy

GemaR der Definition von f Abb. 2
stimmen die Nullstellen von f
mit den Nullstellen von p tberein.

f:x—f(x)=

a) Weisen Sie nach, dass Gs achsensymmetrisch ist und untersuchen Sie
das Verhalten von G¢ fiir X — + 0.

b) Ermitteln Sie die Gleichungen der Tangenten an G in den beiden
Nullstellen.
c) Bestéatigen Sie, dass S(1| %) ein weiterer Schnittpunkt von G¢ und G

ist. Berechnen Sie den Flacheninhalt des in Abb. 2 schraffierten Fla-
chenstlicks, das von G¢, G und der x-Achse begrenzt wird.
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GM2. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG/STATISTIK
1.

Eine Software-Firma will neue Mitarbeiter einstellen. Es bewerben sich 56
Personen, von denen 32 einen Hochschulabschluss haben. 34 der Bewerber
sind Manner, davon 20 mit Hochschulabschluss.

1. a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine zufallig aus den 56 Bewerbern
ausgewahlte Person weiblich und hat einen Hochschulabschluss?
[Ergebnis: 21,4 %)]

b) Priifen Sie durch Rechnung, ob die Ereignisse ,,Eine zufillig aus den
Bewerbern ausgewihlte Person ist weiblich* und ,,Eine zufillig aus den
Bewerbern ausgewdhlte Person hat einen Hochschulabschluss*
stochastisch unabhéngig sind.

2. Die Firma beschliel3t, die Bewerber in Gruppen zu einer Eignungspriifung
einzuladen. Fir die erste Gruppe sollen aus den 56 Personen 6 Ménner
und 4 Frauen ausgewahlt werden.

a) Wie viele Mdglichkeiten gibt es, diese Gruppe zusammenzustellen?

b) Unter den 56 Bewerbern ist ein Ehepaar. Wie viele Moglichkeiten gibt
es, die erste Gruppe zusammenzustellen, wenn das Ehepaar entweder
gemeinsam oder gar nicht dieser Gruppe angehoéren soll?

3. Der erste Teil der Eignungsprifung ist ein Multiple-Choice-Test, bei dem
20 Fragen gestellt werden. Zu jeder Frage gibt es vier Antworten, von de-
nen jeweils genau eine richtig ist. Wie viele richtige Antworten sind fiir
das Bestehen des Tests mindestens zu verlangen, wenn die Wahrschein-
lichkeit, den Test nur durch Raten zu bestehen, hdochstens 0,1 % sein soll?

4. Im zweiten Teil der Eignungspriifung werden dem Bewerber Fragen aus
den drei Gebieten Betriebssysteme, Programmieren und Datenbanken ge-
stellt. Dabei wird jeweils zundchst eines der gleich wahrscheinlichen
Fachgebiete zuféllig ausgewahlt und daraus dann eine Frage gestellt.

Ein gut vorbereiteter Bewerber beantwortet bei den Fachgebieten Be-
triebssysteme und Programmieren nur 10 % der Fragen falsch, bei den Da-
tenbanken sind 75 % seiner Antworten richtig.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der dieser Bewerber eine
Frage im zweiten Teil der Eignungsprifung korrekt beantwortet.
[Ergebnis: 85 %]

b) Fur welche Anzahlen n von Fragen gilt, dass dieser Bewerber mit mehr
als 50 % Wahrscheinlichkeit alle n Fragen richtig beantworten kann?

(Fortsetzung néchste Seite)
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5. Die Firma vermutet, dass in der Software-Branche mindestens 60 % der
Bewerber um eine Stelle eine solche Eignungsprifung einem herkbmm-
lichen Bewerbungsgesprach vorziehen wiirden. Kann diese Vermutung
(Nullhypothese) auf dem Signifikanzniveau von 5 % abgelehnt werden,
wenn bei einer Befragung von 200 zuféllig ausgewahlten Bewerbern nur
109 eine Eignungsprifung bevorzugen? Begriinden Sie Ihre Entscheidung.
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V.

In einem Theater gibt es insgesamt 1000 Platze. 600 davon entfallen auf die
Kategorie ,,Parkett”, 250 auf die Kategorie ,,1. Rang* und 150 auf die Kate-
gorie ,,2. Rang®. In der heutigen Vorstellung ist jeder Platz belegt.

1. Es werden zufallig zwei der 1000 Besucher ausgewéhlt und die beiden
folgenden Ereignisse A und B betrachtet:
A: ,.Die beiden Besucher haben Karten im 1. Rang®,
B: ,,Die beiden Besucher haben Karten der gleichen Kategorie®.

a) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit P(A) des Ereignisses A.
[Ergebnis: P(A)~6,23 %]

b) Berechnen Sie flr den in 1a ermittelten Wert P(A) einen Naherungs-
wert, indem Sie die Auswahl der beiden Zuschauer als Ziehen mit Zu-
ricklegen betrachten. Erklaren Sie, warum die Abweichung zum exak-
ten Wert sehr gering ist.

In den folgenden Teilaufgaben soll deshalb von einem Ziehen mit Zu-
rtcklegen ausgegangen werden.

¢) Berechnen Sie P(B) und begriinden Sie, dass die Ereignisse A und B
stochastisch abhangig sind.

2. In der Pause verlassen 10 % der Besucher das Theater. Zur Vereinfachung
soll davon ausgegangen werden, dass sie dies unabhangig voneinander
tun.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann ein Besucher, der nicht am Rand
sitzt, damit rechnen, dass neben ihm genau ein Platz frei wird?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden in einer Reihe mit 20 Platzen
genau 3 Platze frei, die zugleich nebeneinander liegen?

c) Wie viele Platze musste eine Reihe wenigstens haben, damit mit einer
Wabhrscheinlichkeit von mehr als 95 % mindestens ein Platz frei wird?

3. Der Theaterintendant behauptet, dass hdchstens 20 % der Besucher mit
den Eintrittspreisen unzufrieden sind. Um diese Hypothese zu testen, wer-
den zufallig 50 der 1000 Besucher befragt.

a) Die Behauptung des Intendanten soll mit einer Wahrscheinlichkeit von
hdchstens 4 % irrtimlich abgelehnt werden. Bestimmen Sie die zuge-
horige Entscheidungsregel mit einem moglichst grofien Ablehnungs-
bereich.

b) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:
C: ,,Genau 5 der 50 Befragten haben eine Karte des 2. Rangs®,
D: ,,Mehr als 15 % der Befragten haben eine Karte des 1. Rangs®.



GM3. ANALYTISCHE GEOMETRIE
V.
Die Punkte A(6|4|5), B(4]4|3), C(3|4|4) und D(3|0]|4) bilden eine
dreiseitige Pyramide ABCD mit Spitze in D.

1. a) Zeigen Sie, dass die Grundflache ABC dieser X
Pyramide ein rechtwinkliges Dreieck ist.

b) Tragen Sie die Pyramide in ein Koordinaten- X2
system ein (vgl. Skizze). ‘

c) Stellen Sie eine Gleichung der Ebene E, in der die Grundflache ABC
der Pyramide liegt, in Normalenform auf.

d) Berechnen Sie das VVolumen der Pyramide.

e) Ein Schatten der Pyramide in der x;X,-Ebene entsteht durch Parallel-

0
projektion in Richtung des Vektors [ 0 J Zeichnen Sie diesen Schat-
-1

ten in das Koordinatensystem ein.

f) Durch Verschieben der Pyramidenspitze entlang einer Geraden ent-
stehen weitere Pyramiden mit Grundflache ABC. Fiir welche Gerade
erhélt man dabei Pyramiden, die bei der genannten Projektion densel-
ben Schatten wie die urspringliche Pyramide ABCD werfen? Be-
grinden Sie, warum jede dieser Pyramiden den gleichen Rauminhalt
besitzt.

2. Man stelle sich die Gerade AD als Flugroute eines Passagierflugzeugs
vor sowie einen Sportflieger, der entlang einer Geraden durch den Punkt

0
(0] =70) in Richtung des Vektors (1] fliegt.
1

a) Weisen Sie nach, dass die Flugbahn des Sportfliegers die des Passa-
gierflugzeugs kreuzt und berechnen Sie die Koordinaten des Schnitt-
punkts der Flugbahnen. Unter welchem Winkel schneiden sich die
beiden Flugbahnen?

b) Man stelle sich zudem den Punkt B als Gipfel eines steilen Berges
vor. Wie nahe fliegt der Sportflieger am Gipfel vorbei?
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VI.
Gegeben sind die Gerade g durch die Punkte A(0|3|0) und B(7|4|5) so-

. (1 7
wie die Gerade h: x = [1] +7{1] mitA € IR.
0 5

1. a) Zeigen Sie, dass g und h eine Ebene E aufspannen.

b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E in Normalenform.
[mOgliches Ergebnis: 2xq +X9 —3x3 —3=0]
c) C; und C, sind zwei Punkte der Geraden h, fir die die Dreiecke
ABC, bzw. ABC , bei C; bzw. C, rechtwinklig sind. Bestimmen

Sie die Koordinaten beider Punkte. (Der Punkt mit ganzzahligen Ko-
ordinaten wird mit C; bezeichnet.) [Zur Kontrolle: C;(1]1]0)]

d) Tragen Sie die Geraden g und h sowie das Drei-
eck ABC in ein Koordinatensystem ein (vgl.

Skizze).

X3

X2

X1

e) Begriinden Sie ohne Rechnung, dass der Punkt N mit dem Ortsvektor
ON = %(OA+OB) der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABC ist.

2. Das Dreieck ABC ist die Grundflache einer dreiseitigen Pyramide mit
der Spitze S; M ist der Mittelpunkt der Dreiecksseite [AC4].

a) Fur S gilt: Die Strecke [MS] steht senkrecht auf der x;x,-Ebene und
hat die Lange 4, die x3-Koordinate von S ist positiv.
Bestimmen Sie die Koordinaten von S und zeichnen Sie M und die
Pyramide in die Zeichnung von Teilaufgabe 1d ein.
[Zur Kontrolle: S(0,5]|2]4)]
b) Begrunden Sie, dass das Dreieck C{AS achsensymmetrisch ist, und
berechnen Sie die Innenwinkel dieses Dreiecks.

c) Berechnen Sie die H6he der Pyramide ABC;S.



