Abiturpriafung 2001

MATHEMATIK

als Grundkursfach

Arbeitszeit: 180 Minuten

Der Fachausschuss wahlt je eine Aufgabe aus den Gebieten
GM1, GM2 und GM3 zur Bearbeitung aus.
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GM1. INFINITESIMALRECHNUNG

Gegeben ist die Funktion f: X — In(4 + X) —In(4 — x) mit der Definitions-
menge D¢ =] - 4;4[ . G; bezeichnet den Graphen von f.

1. Q)
b)

c)

d)

Untersuchen Sie f auf Nullstellen und ermitteln Sie das Verhaten von
f an den Randern des Definitionsbereichs.

Zeigen Sie, dass G; punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung
verlauft.
Untersuchen Sie das Monotonieverhaten von f.

Weisen Sie nach, dass G; genau einen Wendepunkt besitzt und
berechnen Sie dessen Koordinaten. % 8 U

urKontrolle: f'(x) = ZH
16-X
Berechnen Sie f(-3), f(-2) und f'(0). Zeichnen Sie unter Verwendung
aller bisherigen Ergebnisse den Graphen von f in ein Koordinatensy-
stem (Langeneinheit 1cm).
Begrinden Sie, dass die Funktion f eine Umkehrfunktion f 1 mit
D; -1 =R besitzt, und bestimmen Sie den Funktionsterm von f 1

Zeichnen Sie den Graphen von f "Lin das K oordi natensystem von
Teilaufgabe 1d.

Gegeben ist aullerdem die Funktion g: X In(4 +x) mit Dg =]-4;4.

Der Graph von g wird mit Gy bezeichnet.

a)

b)

c)

d)

Zeigen Sie, dass Gy und Gg genau einen gemeinsamen Punkt S(Xglys)
haben, und bestimmen Sie dessen Koordinaten.
[Zur Kontrolle: xs = 3]

Zeigen Sie, dass G; fur x ] — 4;3[ unterhalb und fir x[1]3;4]
oberhab von Gy verlauft.
Beweisen Sie, dass K: X+ —x — (4 —x) n(4 - x) mit Dk =] - 4,4
eine Stammfunktion von g —f ist, und berechnen Sie

1
N :I[g(x) —f(x)]dx auf zwei Dezimalen genau.

0

Begrunden Sie, fir welchen Wert t[] — 4;4] das Integral
t

Ji = I [g(x) —f (x)]dx den grofiten Wert annimmt.
0
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Gegeben ist die Schar von Funktionen fi: X 2X

mitk JIR" und

(x+k)?

maximalem Definitionsbereich Dy. Der Graph von fi, wird mit G¢ bezeichnet.

1.

2.

a)

b)

a)

b)

Bestimmen Sie Dy und das Verhaten von fy an den Randern des De-
finitionsbereichs. Geben Sie alle Asymptoten von Gy an.

Berechnen Sie die Schnittpunkte von G, mit den Koordinatenachsen.

Bestimmen Sie Art und Lage der Extrempunkte von Gy in Abhéngig-

keitvonk. EZur Kontrolle: fy'(x) = ak - 2); B
B (x+k)"B

Berechnen Sie f1(—4), f1(-2) und f;(4). Zeichnen Sie nun mit Hilfe

der bisherigen Ergebnisse den Graphen G, im Intervall [- 6;6] inein

K oordinatensystem ein. (Querformat, Abstand zwischen Ursprung

und unterer Blattkante: 11 cm, Langeneinheit 2 cm)

Zeigen Sie, dass die Extrempunkte aller Graphen Gy auf der Kurve C
mit der Gleichungy = 33 liegen. Bestimmen Sie den Schnittpunkt
X

dieser Kurve mit der Winkelhalbierenden des 1. Quadranten und
zeichnen Sie die Kurve C fir x > 0 in das Koordinatensystem von
Aufgabe 2b ein.

Im Folgenden wird nun die Funktion f, betrachtet.

a)

b)

1-2x
X+1

furx>-1

Zeigen Sie, dass die Funktion F: x — 2In(x +1) +
eine Stammfunktion von f; ist.

Berechnen Sie den Inhalt Jder Flache, die von G4, der Kurve C der
Extrempunkte und der Geraden mit der Gleichung x = 1 eingeschlos-
sen wird, auf 2 Dezimalen genau.



GM2. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG/STATISTIK

BE

Der Konzern ,,Electronix” stellt Mikrochips in Massenproduktion her. Jeder
hergestellte Chip ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 15 % fehlerhaft.

1. @ Mitwecher Wahrscheinlichkeit sind von 100 Chips genau 15 fehler-
haft?

b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Tabellenwerks das kleinstmdgliche In-
tervall mit dem Mittelpunkt 15, in dem bei insgesamt 100 Chips die
Anzahl der fehlerhaften Chips mit einer Wahrscheinlichkeit von min-
destens 85 % liegt.

¢) Wieviele Chips mussen der Produktion mindestens entnommen wer-
den, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 99 % wenig-
stens ein fehlerhafter dabei ist?

2. Zur Aussonderung fehlerhafter Chips wird ein Prifgerét eingesetzt, von
dem Folgendes bekannt ist: Unter allen gepriften Chips betragt der Antell
der Chips, die einwandfrei sind und dennoch ausgesondert werden, 3 %.
Insgesamt werden 83 % aller Chips nicht ausgesondert.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit daftir, dass ein Chip fehlerhaft ist
und ausgesondert wird. Welcher Antell der fehlerhaften Chips wird dem-
nach ausgesondert?

3. Der Konzern beauftragt ein Expertenteam mit Mal3nahmen zur Qualitéats-
verbesserung. Falls der Antell der fehlerhaften Chips deutlich gesenkt
werden kann, wird dem Team eine Pramie gezahlt. Nach Abschluss der
V erbesserungsmalinahmen wird der Produktion eine Stichprobe von 200
Chips entnommen. Befinden sich darunter héchstens 22 fehlerhafte, wird
die Prémie gewéhrt.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalt das Team die Pramie, obwohl
keine Qualitétsverbesserung eingetreten ist?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird dem Team die Pramie verwei -
gert, obwohl der Anteil der fehlerhaften Chips auf 10 % gesunken ist?

(Fortsetzung néchste Seite)
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Die nebenstehende Tabelle gibt Auskunft
Uber die Zusammensetzung des Experten-

teams.
Nach Abschlussihrer Arbeiten treffen sich

Frauen | Manner
Deutsche 3 2
Englander 2 1
Franzosen 1 3

die 12 Mitglieder des Teams zu einem Abschiedsabend.

4. Inenem Loka sind ein Vierertisch und e n Achtertisch reserviert.

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, die Tische zu besetzen, wenn es auf die
Sitzordnung an den einzelnen Tischen nicht ankommt und wenn an jedem

Tisch

a) gleich viele Manner und Frauen sitzen sollen?
b) mindestens zwei deutsche Mitglieder sitzen sollen?

5. Zuvorgerickter Stunde wird getanzt. Die Tanzpaarungen werden auf fol-
gende Weise ausgel ost: In einem Hut befinden sich 6 gefaltete Zettel mit
den Namen der Damen. Die Herren ziehen nacheinander zuféllig je einen
Zettel. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass sich unter den 6
Tanzpaaren genau zwel deutsche Paare befinden.
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V.

Ein Gesangverein hat 30 weibliche und 20 mannliche Mitglieder. Die Zahl
der Anwesenden bel der wochentlichen Chorprobe schwankt von Mal zu
Mal. Um diese Schwankung durch ein Modell zu beschreiben, soll davon
ausgegangen werden, dass die Mitglieder unabhangig voneinander und je-
weils mit einer Wahrscheinlichkeit von 85 % an einer Probe teilnehmen.

1. @ Wiegrol3ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer Chorprobe

mindestens 40 Mitglieder anwesend sind?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fehlen bei einer Chorprobe 6 Sange-
rinnen und 4 Sanger?

¢) Fur die néchste Chorprobe haben sich 5 Mitglieder entschuldigt. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit fehlt bei dieser Probe hochstens noch ein
weiteres Chormitglied?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fehlt bel einer Chorprobe von den
Sangerinnen Sandra und Simone entweder die eine oder die andere?

e) Wie viele Chorproben missen mindestens stattfinden, damit mit einer
Wahrscheinlichkeit von mehr als 99 % wenigstenseinmal alle 5 Te-
nore des Vereins gemeinsam anzutreffen sind?

2. Der Chorleter vermutet, dass die Anwesenheitsquote unter 85 % gefallen
ist. Umdiese Vermutung zu tberprifen, soll die Nullhypothese
Ho: p = 0,85 auf dem Signifikanzniveau von 5 % getestet werden. Dazu
wird bei vier Chorproben jewells die Anzahl der Anwesenden festgestellt.
Die Entscheidung soll aufgrund der Summe dieser vier Zahlen getroffen
werden. Bestimmen Sie die Entscheidungsregel.

3. Die beiden anfangs genannten und bisher verwendeten Modellannahmen
fUr das Vorliegen einer Bernoullikette kdnnen in der Realitét unzutref-
fend sain. Erlautern Sie dies anhand je eines konkreten Beispiels.

4. Unter den 20 Mannern des Vereins sind funf Tentre, acht Baritone und
sieben Bésse. Bei einer Veranstaltung singen ein Tenor, zwel Baritone
und zwel Basse in einem Quintett.

a) Wieviele verschiedene Zusammenstellungen des Quintetts aus den
Sangern des Vereins sind hierfir moglich?

b) Nach ihrem Auftritt stellen sich die 5 Sanger nebeneinander auf und
verbeugen sich. Wie viele M6glichkeiten der Anordnung gibt es da-
fur, wenn die 2 Basse nebeneinander stehen wollen?
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GM3. ANALYTISCHE GEOMETRIE

V.

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die vier Punkte A(-2| 8| 0),
B(0] 0] -2), C(1] 2| 0) und D(0Q] 6] 1) gegeben.

1 Q)

b)

Weisen Sie nach, dass die vier Punkte A, B, C und D ein Trapez mit
zwei gleich langen gegeniberliegenden Seiten, aber kein Parallelo-
gramm (also eln gleichschenkliges Trapez) bilden.

Berechnen Sie die Koordinaten des Diagonalenschnittpunktes M.
[Zur Kontrolle: M (0] 4| 0)]

Berechnen Sie den Abstand d des Punktes D von der Geraden AB.
[Zur Kontrolle: d =1,5v2]

Berechnen Sie den Flacheninhalt des gleichschenkligen Trapezes
ABCD.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E, in der das Viereck
ABCD liegt, in Normalenform.

[MOgliches Ergebnis: E: 2x; + Xp —2x3—4 =]

Das gleichschenklige Trapez ABCD bildet zusammen mit einem weiteren
Punkt S eine Pyramide ABCDS. Der Punkt Sliegt auf der Lotgeraden zur
Ebene E durch den Punkt M und hat von der Ebene E den Abstand 15; der
Koordinatenursprung und S liegen auf verschiedenen Seiten von E.

2. @
b)
c)

d)

Bestimmen Sie die Koordinaten von S.
[Zur Kontrolle: S$(10| 9] -10)]

Zeigen Sie, dass der Punkt T (6| 7| —6) die Strecke [MS] innenim
Verhdlitnis 3 : 2 teilt.

Bestimmen Sie eine Gleichung der zu E parallelen Ebene F, die durch
den Punkt T verlduft, in Normalenform.

Beim Schnitt der Ebene F mit der Pyramide ABCDS entstehen zwel

Teilkorper: ein Pyramidenstumpf und die zugehotrige Erganzungspy-
ramide. Zeigen Sie, dass das Volumen der Ergénzungspyramide we-
niger als 7 % des Volumens der Pyramide ABCDS betrégt.
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VI.

Gegeben ist in einem kartesischen K oordinatensystem die Ebene
E: 2xq + 6X, + 3x3 = 60. Ihr Schnittpunkt mit der x;-Achse heilét S;, mit der
Xo-Achse S, und mit der x3-Achse Ss.

1 Q)

b)

d)

Bestimmen Sie die Koordinaten von S;, S, und Sz und geben Sie eine
Gleichung der Geraden $1S; an. [Zur Kontrolle: S3(0 | 0 | 20)]

Vom Punkt Sz wird ein Lot auf die Gerade S;S, gefdlt. Berechnen
Sie die Koordinaten des Lotfufl3punktes L.
[Zur Kontrolle: L(3]9|0)]

Legen Sie ein Koordinatensystem an und tragen Sie
das Dreleck $,5,S; und die Gerade S3L ein.

Begrinden Sie, dass L der Punkt der Geraden S;S,
ist, der den kiirzesten Abstand zum Ursprung O hat, X2
und berechnen Sie diesen Abstand. Ermitteln Sie die X1

Winkel im Dreieck OL Sz auf 0,1° genau.

X3

2. Eine Kuge mit Radius 7 berthrt die Ebene E im Punkt Ss.

a)

Bestimmen Sie die Koordinaten der moglichen Kugel mittel punkte.

Im Folgenden wird der Fall betrachtet, dass die Kugel
zuné&chst den Mittelpunkt M(2 | 6 | 23) hat (siehe

Skizze) und dann auf der Ebene E so rollt, dassihre S
Spur auf der Halbgeraden [S; L liegt.

b)

Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden m, auf
der sich der Kugelmittelpunkt bewegt. o) L
Skizze nicht mai3-

Die Kugel erreicht schliefdlich die x1x»-Ebene und stabsgetreu
rollt auf dieser weliter.

C)

d)

Berechnen Sie den Schnittpunkt T der Geraden m (siehe Aufgabe 2b)
mit der zur x1X>-Ebene parallelen Ebene, in der sich nun der Kugel-
mittel punkt bewegt. [Zur Kontrolle: T(4,4]13,2|7)]

Bestimmen Sie den letzten Bertihrpunkt B, den die Kugel bei dem
beschriebenen Abrollvorgang mit der Ebene E hatte, und markieren
Siein der Zeichnung von Aufgabe 1c mit Farbe die Spur, welche die
Kuge auf der Ebene E hinterlief3.



